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1. Probabilidad elemental

Los procesos aleatorios simplesasbasados en el siguiente modelo: Dado un conjunto de estados,
ad como sus probabilidades de llegar de uno a otro.

La probabilidad, partiendo del estado A de llegar al estado B,determinada por la suma de todas
las probabilidades de llegar de A a B. Por lo tanto sumaremos todos los caminos posibles de A a B.

Ejemplo 1.
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Probabilidades de caminos
COMIENZO e
A 0,66
Z 0,5 0,5 .
@‘ AR c
0,33
P(Este) = P(Oeste) = 0,5 G
P(Norte) = 0,66, P (Sur) = 0,33
P(D) = 0,5*0,66 = 0,33 P(B)=05
P(E) = 0,5'0,33=0,165 P(C)=0,5 5
Ejemplo 2.
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Diferentes posibilidades dan el mismo resultado
Tenis: “"Mejor de Tres”

P(Gana A) = p*q + p(1-9)*s + (1-p)*r*s
P(Gana B) = (1-p)*(1-r) + (1-p)"r*(1-s) + p*(1-q)*(1-s)

En el caso en el que estos estados sean proceso@eicos, las siguientes preguntas son particular-
mente interesantes:

En promedio, ¢cnto tiempo lleva terminar un curso de prodécd ¢ Es posible reducir el valor
esperado del tiempo de produmej mediante una espéfica intervenaddn en el proceso?



Estas preguntas son estudiadas para un modelo muy simple, en el transcurso de un partido de tenis 'y
se resuelven con @todos fAsicos estudiados en secundaria.

2. Los ciclos pueden ser probleraticos

Cuando hay ciclos (dirigidos), la enumei@tide todos los caminos dirigidos es muyidif El proxi-
mo ejemplo ilustra esto: Hay infinitos caminos para ir de 2 a 5, dependiendo de como se atraviesen los

ciclos individuales.
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Ejemplo 3.
Los ciclos causan problemas
Casino

Comienzi

éCual es la probabilidad de ganar 5 €?

iHay infinitos caminos para ir de 2 a 5!

En terminos mater@ticos, esto nos conduce a la fieode procesos estasticos, el caso as sencillo
sefian las cadenas de Markov. Eldisis requiere nociones delaisis de matrices, que mencionaremos
en la bibliografa.

Tambien queremos mostrar cuanto podemos avanzar mediante una aprorimadioc, i.e. para la
enumeradn de los caminos.

Ejemplo 4.

Ma ¥
Ma UNIVERSITAT
=y KLAGENFURT
ScH ’

Tenis - Juego

Numero de caminos coeficientes binomiales



3. Analisis de un partido de tenis

Un partido de tenis eatdividido en sets, que a su vez se dividen en juegos y los juegos se dividen en
puntos.

Consideramos un partido como ganado, cuando un jugador consiga al menos 4 tantos con una difer-
encia de al menos dos tantos con su oponente.

Un posible resultado del juego de§sude los tres primeros tantos se muestra en el ejemplo 4. El
partido completo se ilustra mediante un dibujo en &rafice.

Un partido finaliza, cuando un jugador ha ganado al menos 6 juegos y la diferencia sea al menos de
dos juegos. Para conseguir una victoria partiendo de 5:5 necesitamos ganar 2 juegos seguidos o determinar
un set mediante tie-break. El tie-break comienza cuando el resultado es 6:6. Para ganarlo se necesitan 7
puntos una diferencia de al menos 2 puntos con su oponente.

Para ganar un partido de tenis un jugador necesita ganar 2 sets. (En grandes torneos, a veces es nece-
sario ganar 3 sets.)

Supongamos que el jugador A gana un punto con probabilidague esta probabilidad es constante
durante todo el partido. La veracidad de esta supgmsigddia ser discutida en gran detalle. Sin embargo,
en este caso, nosotros lo utilizamos simplemente para simplificar el problema.

4. Analisis: Probabilidad de una victoria del jugador A

Queremos estudiar la probabilidad de que el jugador A gane un juego.a&deoeremos averiguar
cuanto tiempo le llevaa, en promedio, ganar un juego.
=1—p.
G i, es la probabilidad de una victoria (G) del jugador A dé&spdek puntos.

Gas=p' (4 puntos seguidos)
Gas =4p'q
Gae = 10p'q?

En caso que el juego no haya terminado déspie 6 tantos, tiene que haber un marcador de 40:40,
ver el dibujo. La probabilidad de que esto ocurra es:

r=20p>¢>
DefinimosEg como la probabilidad de empate degpule 6 tantos:
FEg = 20p°¢°>.

En este caso el tiempo restante del partido dabsgr el ilustrado en la segunda parte del dibujo.
Utilizaremos E para el empate y V para la ventaja de uno u otro jugador. En ese caso es cierto que:

G 4,7 = 0. (ningln juego puede terminar tras 7 tantos).
Gag=rp’ =20p°¢°,  Eg=2rpq=40p'q".
G a0 =p° B = 40p°¢".
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En total, A gana con una probabilidad de
Ga=Gaa+Gas+Gas+Gag+Gaio+....

De este mod@r 45 + G410 + - .. NOS conduce a la siguiente serie génca:

20p°¢> + 40p5¢* + 80p"¢® + ... =
= 20p°¢*(1 + 2pq + (2pq)* + (2pg)* + ... =
=20p°¢%/(1 — 2pqg).
La serie converge porgugpg < 0,5 (La tarea séa encontrar la prueba. Indicaa: Aproximacon:
p=05+z, ¢q=05—=2x)
Por lo tanto, la probabilidad de que gane el jugador A:ser

5.3 2

20 10
PO ph 1449+ —2—).

Ga = p*+ 4p*q + 10p*¢?
A=p +4p q+10pq +1_2pq 24

5. Analisis de la duracibn de un juego

Tal y como hicimos antes, podemos analizar témlta duradn del partido.
Dy, es la probabilidad de que acabe un juego krgsintos. logicamente sé D, = Dy, = D3 = D7 =
D9:D11:...:0.
Dy=p"+¢*
D5 = 4(p*q + pq*),
Ds =10(p** + p°¢").
Los siguientes valores san:
D =20(p°¢* + p°q°) = 20p°¢° (* + ¢°)
Dyg = 20p°¢*(p* + ¢°)(2pq), - - -

En caso de utilizaD para el valor esperado de la du@gise cumple que:

D =4D,+5D5 +6Dg +8Dg + 10D1g + . ..
En caso de considerar primero la suma infinita

8Dg 4+ 10D1g + 12D15 + ... =

20103113(192 + q2) [8 +10(2pq) + 12(2pq)2 + .. } =

40p°¢* (p* + ¢°) | D (2pg)" ' (k + 3)

k>1

Aqui la siguiente consideram sefa muydtil:

ot -

k>0

1

1—=z

, Si|z| < 1.



Derivando en ambos miembros obtenemos: (aunque necesita su justificzatienatica)

k—1 1
,; kx = m
Despues de sustituir todos los valores y utilizando pdagsesimplificaciones como
1-2pg=p* +¢*
obtenemos

D = 4p*(1 + 5¢ + 15¢°%) + 4¢* (1 + 5p + 15p?) + 40p°¢>(3 +

1— 2pq)'

Por lo tanto para = 0,5 obtenemos una durdri media de 6.75 puntos.

Fuente: P. Bardy: Mathematische Modellbildungen und Computersimulationen als rationale Grund-
lage fir Entscheidungen im Tennisspditidaktik der Mathematik 21, 207-222, 1993.
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